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ARCH-modelsModelli ARCHPer i dati �nanziari la volatilità è l'elemento prin
ipale da analizzare.Per fare questo modelliamo la varianza 
ondizionata usando la storiapassata per prevedere la volatilità .Un modello ARCH(1) è de�nito nel seguente modo:
rt = ǫtdove

ǫt|Ft−1 ∼ N (0, σ2

t )e
σ2

t = ω + αǫ2t−1.Dove Ft−1 rappresenta il set di informazioni al tempo t− 1Supponiamo 
he ω > 0 e 0 < α < 1 per la stazionarietà del pro
esso ela positività della varianza.(Lezione 13) ANALISI DELLE SERIE STORICHE April 2015 2 / 10



ARCH-modelsModelli ARCHMostriamo 
he il pro
esso rt è un WN:il valore atteso in
ondizionato è nullo
E(rt) = 0.We simply get the result using the law of total expe
tation:

E(rt) = E(E(rt|Ft−1)) = 0la varianza in
ondizionata è 
ostante:
σ2 =E(r2t ) = Var(ǫt) = E(ǫ2t ) = E(E(ǫ2t |Ft−1)) =

=E(σ2

t ) = E(ω + αǫ2t−1) = ω + αE(ǫ2t−1) = ω + ασ2 =
ω

1− α
orrelazione nulla
Cov(rt, rt−h) =E(ǫtǫt−h) = E(E(ǫtǫt−h|Ft−1)) = E(ǫt−hE(ǫt|Ft−1)) =(Lezione 13) ANALISI DELLE SERIE STORICHE April 2015 3 / 10



ARCH-modelsModelli ARCHA 
ausa della 
ovarianza nulla rt non può essere previsto usando lastoria passata Ft−1. Si noti bene 
he questo non vuol dire 
he gli rtsiano indipendenti. Infatti si può dimostrare 
he Cov(r2t , r
2

t−h) 6= 0

rt ha distribuzionne lepto
urti
a nonostante l'assunzione dinormalità . Per 
al
olare il 
omportamento delle 
ode è ne
essario
onos
ere il momento quarto. Nel 
aso di una distribuzioneGaussiana è noto il seguente risultato
E(ǫ4t |Ft−1) = 3[E(ǫ2t |Ft−1)]

2da 
ui segue 
he
µ4 =E(r4t ) = E(ǫ4t ) = E(E(ǫ4t |Ft−1)) = E(3E(σ2

t |Ft−1)
2) =

=3E(ω + αǫ2t−1)
2 = 3E(ω2 + α2ǫ4t−1 + 2ωαǫ2t−1) =

=3ω2 + 3α2
E(ǫ4t−1) + 6ωαE(ǫ2t−1)

=⇒ µ4 = 3ω2 + 3α2µ4 + 6ωα
ω

1− α(Lezione 13) ANALISI DELLE SERIE STORICHE April 2015 4 / 10



ARCH-modelsModelli ARCHDa 
ui si ri
ava 
he
µ4 =

3ω3(1 + α)

(1− α)(1 − 3α2)La 
urtosi può quindi essere 
al
olata nel seguente modo:
Kurt =

E(ǫ4t )

E(ǫ2t )
2
= 3

1− α2

1− 3α2
≥ 3Per 
iò 
he 
on
erne l'asimmetria si ha 
he:skewness

µ3 = E(r3t ) = E(ǫ3t ) = E(E(ǫ3t |Ft−1) = 0In generale si può dimostrare 
he ogni momento di ordine disparirisulta nullo.(Lezione 13) ANALISI DELLE SERIE STORICHE April 2015 5 / 10



ARCH-modelsModelli ARCHdalla fomalizzazione di un pro
esso ARCH si può osservare 
hesho
ks grandi impli
ano una varianza 
ondizionata elevata. Perquesto motivo il rendimento rt tende ad assumere valori grandi.Questo signi�
a 
he sotto l'assunzione di un modello ARCHrendimenti elevati tendono ad essere seguiti da rendimenti elevati(e vi
eversa). Uso la parola tendono in quanto nonne
essariamente una varianza elevata produ
e realizzazioni elevatedei rendimenti. In prati
a si a�erma 
he la probabilità di ottenereun valore elevato è maggiore di ottenerne uno pi

olo. Questa
aratteristi
a è assimilabile al volatility 
lustering osservato per irendimenti �nanziari.(Lezione 13) ANALISI DELLE SERIE STORICHE April 2015 6 / 10



ARCH-modelsModelli ARCHSi può dimostrare 
he un pro
esso ARCH(1) ha una rappresentazionenella 
lasse dei modelli ARMA, in parti
olare ha una rappresentazioneAR(1) del tipo:
r2t = ω + αr2t−1 + vtdove vt è un WN tale per 
ui

E(vt) = 0Var(vt) = 2ω(1 + α)

(1− α)(1− 3α2)e
Cov(vt, vt−h) = 0(Lezione 13) ANALISI DELLE SERIE STORICHE April 2015 7 / 10



ARCH-modelsModelli ARCH

on

E(r2t ) =
ω

1− α

V ar(r2t ) =
2ω2

(1− α)2(1− 3α2)

ρr2(h) = Corr(r2t , r
2

t−h) = αh
he de
ade a zero a se
onda dei valori di α
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ARCH-modelsModelli ARCHIn generale un modello ARCH(p) può essere s
ritto nel seguente modo:
rt = ǫtdove

ǫt|Ft−1 ∼ N (0, σ2

t )e
σ2

t = ω +

p∑

j=1

αjǫ
2

t−j .
on ω > 0 e αj ≥ 0 ∀j per assi
urare 
he la varianza 
ondizionata siapositiva.Se ∑p
j=1

< 1 allora il pro
esso ARCH(p) è debolmente stazionario.(Lezione 13) ANALISI DELLE SERIE STORICHE April 2015 9 / 10



ARCH-modelsLimiti dei modelli ARCH
il modello assume 
he sho
ks positivi e negativi hanno stesso e�ettosulla volatilit`a in quanto questa dipende dagli sho
ks pre
edenti alquadrato. In realtà è noto 
he i prezzi reagis
ono in mododi�erente a sho
ks positivi e negativi (EGARCH, TGARCH).nelle serie stori
he �nanziarie i volatility 
lusters hanno una duratatale da rendere ne
essari modelli ARCH(p) 
on p elevato (GARCH)i modelli ARCH e

edono nella previsione della volatilit`a per
h`esi può dimostrare 
he rispondono lentamente a elevati ed isolatisho
ks
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